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i Qué es el Método Generalizado de Momentos?

El MGM (GMM) es un marco que generaliza varios estimadores comunes en econometria:

e MCO, maxima verosimilitud (MV), variables instrumentales (V1), entre otros.
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i Qué es el Método Generalizado de Momentos?

El MGM (GMM) es un marco que generaliza varios estimadores comunes en econometria:

e MCO, maxima verosimilitud (MV), variables instrumentales (V1), entre otros.

Empezamos con:

Condiciones de momentos poblacionales

Suponemos r condiciones de momentos, independientes entre si, para g parametros:

E[h(wi,00)] =0

@ 0: vector de parametros, g x 1.
@ h(-): funcién vectorial, r x 1, con r > g.
@ w;: datos observados (variable dependiente, regresores exégenos y endégenos, instrumentos).
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La eleccion de la funcién h(-) equivale a elegir el modelo de estimacién:

h(-)  Método de estimacion
MCO

Maxima Verosimilitud
Variables Instrumentales

Distintas elecciones de h(:) recuperan distintos estimadores ya conocidos como casos particulares de un
mismo principio: hacer que un promedio muestral de h sea (aproximadamente) cero.
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Método de Momentos (r = q)

Condiciones de momentos poblacionales

E[h(W,',@o)] = O

v,

Estimador de Método de Momentos

Opnm resuelve directamente el sistema muestral:

que es lo mismo que minimizar:

V.

La légica: se reemplaza la esperanza poblacional por su analogo muestral (el promedio), y se despeja 6.
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Ejemplo: la Media Poblacional

Sea {y;} una muestra i.i.d. con media poblacional x. El momento poblacional es

E(y—p)=0
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Método de Momentos r > g

Niamero de condiciones de momentos = niimero de parametros: modelo exactamente identificado

Mas condiciones de momentos que parametros (r > g): modelo sobreidentificado. Ya no es posible
resolver el sistema exactamente (no existe una solucién dnica).

Estimador de MGM

Ocmm minimiza la forma cuadratica

QN(G) = (% Z h(W;, 9)) Wi (% Z h(W,-7 0))

i
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Método de Momentos r > g

Niamero de condiciones de momentos = niimero de parametros: modelo exactamente identificado

Mas condiciones de momentos que parametros (r > g): modelo sobreidentificado. Ya no es posible
resolver el sistema exactamente (no existe una solucién dnica).

Estimador de MGM

Ocmm minimiza la forma cuadratica

QN(G) = (% Z h(W;, 9)) Wi (% Z h(W,-7 0))

i i

e Wjy: matriz simétrica, definida positiva, que no depende de 6 (matriz identidad, por ejemplo).

o Distintas elecciones de W)y generan distintos estimadores de MGM (todos consistentes, pero con
distinta eficiencia).
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Condiciones de Primer Orden

Derivando Qn(#) respecto a 6 e igualando a cero:

(usamos h;(0) = h(w;, §) para aligerar la notaci6n)
@ Es un sistema de ecuaciones, en general no lineal.
@ Se resuelve con métodos numéricos para obtener Oy gu.

@ A partir de aqui se construye la teoria asintética del estimador.
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Distribucién Asintética del Estimador de MGM

Bajo condiciones de regularidad (LGN, TLC)

\/N(éGMM = 90) 2 /\/(0, (GéWoGo)_l(Gé WoSoWoGo)(GéWoGo)_l)

donde Wy es finita, simétrica y definida positiva, y

N

o1 Oh;
Go = plim N ; 50

1 N N
, so:pnmﬁzz:(h,-hj)}eo

o i=1 j=1

La derivacién formal es mas elaborada que la de los estimadores extremos estandar; véase Cameron & Trivedi (2005),
Sec. 6.3.9.
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La Eleccion Optima de Wy

Para implementar MGM debemos elegir tanto las condiciones de momentos como la matriz de
ponderacion Wy.
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La Eleccion Optima de Wy

Para implementar MGM debemos elegir tanto las condiciones de momentos como la matriz de
ponderacion Wy.

Resultado clave

Si So fuera conocida, el estimador de MGM mas eficiente (menor varianza asintética) se obtiene con

IR
WN :561, So = p|ImNZZ(h,'hj)|0°
i=1 j=1
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La Eleccion Optima de Wy

Para implementar MGM debemos elegir tanto las condiciones de momentos como la matriz de
ponderacion Wy.

Resultado clave

Si So fuera conocida, el estimador de MGM mas eficiente (menor varianza asintética) se obtiene con

IR
WN :561, So = p|ImNZZ(h,'hj)|0°
i=1 j=1

Con esta eleccién, la varianza asintética se simplifica considerablemente:
VN (Bamm — 00) 2 (0, (G585 Go) )

En la practica Sy es desconocida, asi que se reemplaza por un estimador consistente S. Una mala

eleccion de h() podria dar lugar a un estimador muy ineficiente.
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i Por Qué es Optima Esta Eleccion?

No es solo una simplificacién algebraica

Que Wy = 50_1 sea la eleccién 6ptima no se debe a que la expresién resultante sea mas corta.

Es 6ptima porque se puede demostrar que, para cualquier matriz W, definida positiva,
(G{Wo Go) ™H(GE Wo SoWo Go) (G Wo Go) ™t > (G4Sy *Go) ™t

en el sentido de matrices semidefinidas positivas: la varianza con cualquier otra W, es (débilmente)
mayor.
Una demostracién de este resultado puede consultarse en Hayashi (2000), p. 245.

11/21



MGM Optimo Factible: Procedimiento en Dos Etapas

Como Sq es desconocida, se estima siguiendo un procedimiento de dos etapas:
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MGM Optimo Factible: Procedimiento en Dos Etapas

Como Sq es desconocida, se estima siguiendo un procedimiento de dos etapas:

© Primera etapa: obtener un estimador de MGM con una matriz subéptima, tipicamente Wy = /,,
y usar esos coeficientes para construir

A 1 ~ A
S= NZhi(a)hi(e)
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MGM Optimo Factible: Procedimiento en Dos Etapas

Como Sq es desconocida, se estima siguiendo un procedimiento de dos etapas:

© Primera etapa: obtener un estimador de MGM con una matriz subéptima, tipicamente Wy = /,,
y usar esos coeficientes para construir

~ 1 N A
S = N Z h,-(@)h,-(@)
© Segunda etapa: obtener el estimador de MGM de dos etapas 6ptimo éMGM,o minimizando
1 ’ 1
_ &-1
Qn(0) = <NZ_”(9)> s <NZ”(9)>
La varianza estimada de 9MGM’O es \A/(OAMGMO) = Nfl(@’g’lé)’l, evaluada en éMGM,O-
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MGM para Variables Instrumentales

Consideremos el modelo lineal
!

yi =x;B+ u
con algiin componente de x; endégeno. Recurrimos a un instrumento z que cumple

E(u,- | Z,‘) =0
La restriccién de exclusién implica la condicién de momentos

/
Elzi(yi —x/8)] =0

Esta es exactamente la forma h(-) = z(y — x’3) de la tabla inicial — el caso de VI dentro del marco de
MGM.
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Estimador Lineal de VI-MGM: Solucién Cerrada

El estimador de MGM minimiza

Condiciones de primer orden:

Estimador lineal de VI-MGM

Bomm = (X' ZWnZ'X) "1 X' ZWyZ'y

Sus propiedades asintéticas pueden derivarse de forma analoga al estimador de MCO, o apelando directamente a la teoria
general de MGM.
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~

Antes de Var(5S¢um): Repaso LLN y CLT
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Varianza de Bgpm: Derivacion

Siguiendo el mismo procedimiento que con MCO: sustituimos y = X + u,
Bemm = B+ (X'ZWnZ'X) X' ZWyZ'u
Reescalando por v/N:

: 1o,
Si se cumple un TLC para WZ u:

Bemm es asintéticamente normal, centrado en 3, con varianza asintética estimada:

donde S es un estimador consistente de S.
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Estimador Optimo de MGM - Heterocedasticidad

Para el estimador éptimo, elegimos W = §-1.
Bemm.o = (X'Z5712'X)1x' 25717y
Con heterocedasticidad:

Z 0%ziz = —Z’DZ D = diag [82,33,. .., O3]

@ Se obtiene primero /3 con una matriz subéptima para construir S, y luego se recalcula Semm, 0
usando S~! como matriz de pesos.

V(Bemm.o) = N(X'Z§71Z2'X)"1X' 28718871 7/ X(X' 2571 7' X) Y = N(X'25§1Z2'X) ™!

i N . N 1A
@ Para estimar S se usan los residuos d; = y; — x! Semm,0-
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Estimador Optimo de MGM - Homocedasticidad

Con homocedasticidad:

PN

O (%522,2)47 y elegimos W = (;Z’Z) -
El estimador de MGM se reduce a:
Bucoe = (X/Z(Z’Z)*IZ/X)71X/Z(Z’Z)*1Z’y = (X'PzX)"1X'Pzy
con Pz = Z(Z'Z)~'Z’ la matriz de proyeccién. Este es el estimador de MC2E (2SLS) — también

llamado estimador de variables instrumentales generalizado, y a veces estimador de MGM de
una etapa.

V(Bumcae) = s2(X'PzX) 7t
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r = q. MGM = Estimador de VI

Cuando r = g (tantos instrumentos como regresores endégenos + exégenos), X'Z es cuadrada e
invertible, asi que

(X'ZWNZ'X) ™t = (Z'X) Wyt (X' Z) 7t
Sustituyendo en el estimador general de MGM:

Bomm = (X' ZWNZ' X)X ZWnZ'y = (Z/X) W (X' Z) X ZWh 2!y = (Z'X) 722y = Bu

Resultado clave

En el modelo exactamente identificado, el estimador de MGM no depende de la eleccién de Wy —
siempre coincide con el estimador simple de VI.
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Sintesis

Siguiendo las convenciones de Cameron & Trivedi (2005):
@ Estimador de MGM: el caso general de método de momentos, para cualquier forma de los momentos y cualquier
Wy
@ Estimador 6ptimo de MGM: elige W = 5-1; es la versién mas eficiente. Se usa en el caso mas general — modelos
de VI sobreidentificados con heterocedasticidad.

@ Estimador de variables instrumentales generalizado (MC2E): el estimador éptimo de MGM bajo el supuesto
adicional de homocedasticidad en un modelo sobreidentificado. Se llama “generalizado” porque generaliza VI al caso
sobreidentificado.

@ Estimador de variables instrumentales: surge en el modelo exactamente identificado — coincide con MGM para
cualquier eleccion de Wy,.
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